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Es werden lineare Operatoren von einem Banaohverband E in einen
Banaehraum F untersucht, die sich durch gewisse Summierbarkeits-
eigenschaften auszeichnen . 'Vir nennen T: E -+ F Kegel p-absolutsum-
mierend, wenn (1ITxnJI)f' E lp gilt fur jede summierbare Folge (Xn)f C E+;
T : E -+ F heiBt p-beschrankend, wenn die Folge (T(XI V .. . V Xn))r' in F
beschrankt ist fur jede Folge (xn)f C E + mit OJxnll)f E lp nco.
Kegel (I - ) absolutsummierendo Operatoren wurden von Schlotterbeck
eingefiihrt. Er zeigte, daB T genau dann Kegel absolutsummierend ist,
wenn T sich tiber einen Raum 9(p) in der Form T=T1J faktorisieren
laf3t mit J : E -+ Ll(p) positiv linear [Il.IV]. K egel p-absolutsummierende
Operatoren wurden von Maurey untersucht - er fiihrte sie mit einer
anderen Definition ein und bezeichnete sie als Operatoren <:(1, p). Die
p-beschrankenden Operatoren sind cine Variante der majorisierenden
Operatoren: Der UrbiIdraum ist ein Banachverband und der Bildraum
ist ein Banachraum. Die hier behandelten beiden Klassen von Operatoren
treten in natiirlicher Weise bei Strukturuntcrsuchungen von Banach-
verbanden auf.
Der Einfachheit halber definieren wir im ersten Teil der Arbeit die zu
untersuchenden Operatoren mit Hilfe numerischer Operatornormen. Irn
zweiten Teil worden diese Operatoren durch Faktorisierbarkeitseigen-
schaften charakterisiert und im dritten Teil durch Summierbarkeitseigen-
schaften disjunkter Folgen .
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Wir verwenden stets die Torminologie von [11]. E, E I seien Banach-
verbande und F, F I reelle Banachrame. Eino positive lineare Abbildung
T: E --+ E I heiBt fast intervallerhaltend, wenn T[O , x] C [0, Tx] dicht
liegt fiir alle x EE+ [6]. Woiter sei fur 1<.p <.oo und n E111~ der Raum
Un in der Norm II· lip· Wir set zon V(F) = {x E F mit Ilxll < I}.
I. KEGEL P -ABSOLUTSUMl\UEREND I<J UND p-BESCHRANKI<JNDE OPI<JRATOREN
Es sei stets 1<.p <. 00.
(1.1) DEFINITION: i) FUr T E £(E, F) setzon wir
(!p(T) = Sup {11(IITxill)?-lllp: x EV(E), n E11, Xl, . . . , X n EE
mit IXII + ...+ IXnl <.Ix i
und
ap(T) = Sup {IITxI +...+Txnll : n E n , Xl, . ••, Xn E E+ u (-E+)
disjunkt mit 1I(l lxill)f~ Illp < I}.
ii) Fur T E £(F, E) setzen wir
e;(T) = Sup {II ITxII V ... V ITxnl ll: n E n, XI, ... , Xn E F
mit 11(llxill)r~ Illp < 1}
und
a;(T) = Sup {11(l/xill)f- l llp: YE V(F) ,nEll, XI, ... ,xn E E+
disjunkt mit Xi < (Ty)+ odor Xi < (Ty)-}.
Wir setzen weiter
ffi:p(E, F) = {T E £(E, F) mit (!p(T) < oo},
ffi::(F, E) = {T E £(F, E) mit (!;(T) < oo],
6 p(E, F) = {T E £(E, F) mit ap(T) < oo}
und
6;(F, E) = {T E £(1/ , E) mit a;(T) < oo}
- die Gesamthoit aller Kegel p-absolutsummierenden Operatoren bezie-
hungsweise die Gesamtheit aller p-majorisierendell , p-beschrankenden
Operatoren oder der Operatoren mit einem p -fach absolutsummierbaren
Bildbereich.
Ist T: E --+ Lp(fl) ein Verbandshomomorphisrnus, so ist offenbar T
Kegel p-absolutsummierelld und p-beschrankend . Weiter ist T E £(E, F)
genau dann Kegel absolutsummierend, wenn (!I(T) < oo gilt; in diesem
Fall haben wir dann IITllz =(!I(T). T E £(F, E) ist genau dann majori-
sierend, wenn T oo-majorisierend ist ; in diesem Fall gilt dann (!~(T) = IITllm
[II.IV]. Kegel p- ab solutsummiercnde und p-majorisierende Operatoren
wurden bereits von B. Maurey [8] untcrsucht , sic worden dort als Opera-
toren <.(1, p) und ;;;. (00, p) bezeichnet. Wir notieren jetzt die folgende
einfaehe Konsequcnz der Monotonic von II · lip auf l~ .
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(1.2) BE1\IERKUNG: i) E s sei T E 2(E, F). Darin ist die Funktion
p I~ e i(1') monoton fall end mit eoo(T)= IITII, und die Funktion p I~ ap(T)
ist monoton wachsend auf [1, oo] mit IITII :;;. al(T) :;;. l iITII.
ii) Es sei T E 2(F, E) . Dann ist di e Funktion p I~ e;(T) monoton
wachsend mit e!(T) = IITII , und die Funktion p H · a;(T) ist monoton
fallend auf [1, oo] mit IITII :;;. a:'(T) :;;. i lITII.
Wir behandeln jetzt cine ffiualitatsaussage; fur (2p findet sich cine
derartige Aussage in [8], wir beweisen eine ent sp rechende fiir ap .
(1.3) SATZ : E s sei q=pj(p -l).
i) Fur T E £(E, F) gilt dann (2p(T) = e:(T') lind Gp(T) = a:(T').
ii) Fur T E £(F, E) gilt dann (2:(T) = (2q(T') und a;(T) = aq(T').
BEWEIS: Wir zeigen diese Dualitatsaussago nul' fur das Funktional
Gp. Die andere Aussage kann mit ahnlichen Methoden : del' Holder'sohen
Ungleichung und del' einfachen Hilfsaussage, daB zu T EE' , zu x E E+
und zu 0>0 ein yEE existiert mit lyl <:x und mit <Irp l, x)<:<rp , y)+ o,
bewiesen worden. Wir notieren jetzt ohne Beweis cine einfsche Hilfsaus-
sage, die friiher schon in ahnlicher Form gezeigt wurde [1] und [9].
LEMMA : Es seien f{Jt, ..., rpn E E~ disjunkt und xl, ..., Xn E E+. Dann
exist ieren zu k, 0> 0 disjunkte yt, ..., Yn E E+ mit Yi <: Xi, mit <f{Ji, Yt) :;;'
:;;. (l -e)<rpi , Xi) und mi t <f{Jk, Yt) <'o fur k =li.
i) Es seien1p E V(F') und rpt, ..., rpn E E~ disjunkt mit rpi <.(T '1jJ)+ oder
mit f{Jt <:(T '1p)- fiir ail e i . Wir set zen I += {i mit rpi <:(T'1p)+} und L ={i mit
f{Ji <:(T 'V' )-} . Es sei e> O. Wir wahlen dann disjunkt e Xl, ..., xnEE+ mit
IIxill = l , mit lIf{Jill<: <f{Ji , xi ) + ejn , mit « T 'V' )+, xt) <:ejn fiir i EL und m it
« T 'V' )- , Xi) <:ejn fiir i E h . Es sei (<Xi)f-l E V(l~) mit <Xi » O fiir i E 1+ und
mit <Xi <: 0 fiir i E 1_. Dann gilt
n n n
L liXilll f{Jili <: .L <rpt, l<Xilxt) -i-e <: .L <T ' 1p, <XiXi ) -I- 2e<: ap(T) -I-2e;
i ~1 i -I i~ 1
es folgt a;(T') = ap(T).
Es seien nun Xl, ..., Xn E E+ U (-E+) disjunkt mit (ljxi l l)f~ l E V(t:) . Wir
wahlen 1p E P' mit IIV'II = 1 und mit <1p, T(XI + ... -I-Xn) = IIT(XI -1- ... +xn)ll·
Wegen [11, II 4.11] sind die Trager O, del' Funktionale Xi in E'disjunkt;
Pi sei die Bandprojektion von E' auf Oc . Im Falle Xt E E+ setzen wir
et= Pi(T'1p)+, und im Faile - Xi E E+ sei ei = - Pi (T'1p)-. Wir erhalten
IIT(xl -I- . . , -I-xn)11= ~_I <(2i , Xi) < a:(T') .
ii) W egen Teil i) gilt a;(T") = aq(T') und darnit a;(T) <: aq(T'). Die
Ungleichung aq(T') <:a; (T ) karin entsprechend wie im T eil i) hergeleitet
worden.
(1.4) SATZ : i) (ffip(E, F) , ep), (ffi;(F, E) , e; ), (Sp(E, F ), ap) und
(S:(F, E ), a;) sind Banachraumo.
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ii) Es seien T E B(E, F), T 1 E B(F, F I) und T 2 E B(G, E) positiv. Dann
gilt ep(T1T) <. IITlllep(T), IJp(TIT) <.IITIIIIJp(T) und ep(TT2) <.IIT21Iep(T).
iii) Es seien T E B(F, E), T I E B(E, G) positiv und T 2 E B(FI, F). Dann
gilt (!~(TT2)<.IIT2I!ep(T), IJ~(TT2) <.I!T2I!IJ~(T) und e~(TIT)<.IITllle~(T).
BEWEIS: i) Die Aussagen fiir l1tp(E , F) und Sp(E, F) sind evident.
Es sei q=pj(p-I); mit Hilfe von (1.3) folgen die Normeigenschaften von
e~ und von IJ;. Ebenfalls aus (1.3) folgt einfach die Vollstandigkeit von
m~(F, E) und S;(F, E) unter den Normen e: beziehungsweise IJ~.
Die in ii) und iii) behaupteten Ungleichungen folgen unrnittelbar aus
den Definitionen.
(1.5) SATZ : i) T : E - G SCI em Vcrbandshomomorphismua. Dann
gilt IJp(T) =e;(T).
ii) T: E _ G sei fast-intervallerhaltend. Dann gilt ep(T) = IJ~(T).
BEWEIS: Wegen (1.3) genugt es, nur die Aussage i) zu zeigen. Aus
der Definition folgt unmittelbar IJp(T) <.e; (T ). Wegen (1.3) diirfen wir
annehmen, daB E ordnungsvollstandig ist. Zu Xl, ... , X n E E existieren
dann disjunkte YI, ... , Yn EEl_ mit IXII V ... V Ixnl = YI + .. .+ Yn und mit
Yi <. [xii fur aIle i. Damit folgt unmittelbar e;(T) <. IJp(T).
Ist T E B(E, F) endlichrangig, so gilt offenbar el(T) < 00 und damit
T E l1t p (E , F) fur aIle p. Entsprechend enthalt l1t~(F, E) alle endlich-
rangigen Operatoren. Ist E atomar, so gilt weiter Sp(E, F) f= (0) im FaIle
F f= O. Das nachfolgende Beispiel zeigt, daB im FaIle eines nicht atomare n
Banachverbandes E Sp(E, F) = (0) gelten kann.
(1.6) BEISPIEL: Es seien E =Lr(O, I) mit I « r-e p. Dann gilt
Sp(E, F) = (0).
BEWEIS: Wir setzen p'=pj(p-l) und r' =rj(r -I) . Es sei Of=TE
E Sp(E, F); wir wahlen ein 1p E F' mit T'1pi= O. Fur allo n E 11 seien
f/JI, ... , f/Jn E E~ disjunkt mit l!f/Jll = ... = Ilf/Jnli und mit IT'1p1 = f/JI+ ...+ f/Jn.
Es gilt 0 i= I!T'1p1! = 1! (I! f/Ji!l)f- ll!r' = (n(lIr'l!f/Jll!. Andererseits gilt 1!(IIf/Jil!)?-II!P' =
= (n)lIp'-lIr'IIT'1pII; im Widerspruch zu (1.3) erhalten wir IJ;,(T') = 00.
II. FAKTORISIERBARKEITSSATZE UND RAUME YOM TYP L»
Es sei wieder I <p<.oo fixiert.
(II. 1) DEFINITION: Die Norm auf E heilit p-superadditiv (beziehungs-
weise p-subadditiv), wenn ep(l) = I (e;(l) = 1) gilt.
Aus den Satzen (1.3) und (1.5) folgt unmittelbar:
Die Norm auf E ist genau dann p-superadditiv, wenn Ilxl+x211;;.
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:> 11(IIXt!l)f-lllp gilt fiir alle disjunkten Xl, X2 EE. In diesem FaIle gilt dann
Ilxl + x211:> 11(llxtll)f-lllp fur alle Xl, X2 E E+.
Weiter ist die Norm genau dann p-subadditiv, wenn Ilxl +x211 <
< II(IIxtll)f-l llp gilt fiir alle disjunkten Xl, X2 E E; in diesem Fall gilt dann
Ilxl V x211 < 1I(1!xtll)f-ll!p ftir alle Xl, X2 E E+ .
Wir setzen q=pj(p-l); dann ist die Norm auf E genau dann p-super-
additiv (beziehungsweise p-subadditiv), wenn die Norm auf E' q-sub-
additiv (q-superadditiv) ist .
Jede Verbandsnorm ist offenbar oo-superadditiv und l-subadditiv. Ist
die Norm auf E oo-subadditiv, so ist E ein M-Raum. Wenn die Norm
p-superadditiv und p-subadditiv ist (p < 00), so ist E ein Lp),u(-Raum [11].
Banachverbande mit p-supcradditiver Norm wurden bereits friiher unter-
sucht : Pisier und Maurey zeigten, daB, wenn Co in E nicht endlich ein-
bettbar ist, ein 1<p < 00 und ein aquivalellte p-superadditive Norm
existieren - ein entsprechendes Ergebnis erzielte auch Johnson [4, III 4].
Eine du ale Aussage erhalt man einfach firr den Fall, daB [1 nicht endlich
einbettbar ist. Ist die Norm auf E ein Norm ~p (eine Norm ~p) in del'
Terminologie von Krivine [5], so ist die Norm auch p-subadditiv (p-super-
additiv). Man erkennt unmittelbar, daB fiir p<q<oo jede p-superadditive
(q-subadditive) Norm auch q-superadditiv (p-subadditiv) ist.
Aus [11, II.5] folgt unmittelbar: Ist dim E> 1, und ist die Norm auf
E p-superadditiv und q-subadditiv fiir geeignete 1 <p, q «; 00, so gilt
p :> q; im FaIle q > 1 und p < 00 ist E reflexiv. Weiter ist im FaIle p < oo
E schwach folgenvollstandig, und im FaIle q> 1 ist E' schwach folgen-
vollstandlg.
In Analogie zur obigen Definition sagen wir: cine Verbandshalbnorm
{) auf E ist p-superadditiv (p-subadditiv), wenn
fiir aIle disjunkten Xl, X2 E E+ gilt.
(II.2) LEMMA : {) sei eine Verbandshalbnorm auf E . Dann ist 0-1(0)
ein Ideal in E und die Vervollstandigung Eo von EjO-I(O) ist ein Banach-
verband in del' durch {) induzierten Norm.
Ist {) zusatzlich p-superadditiv (p-subadditiv), so ist auch die Norm
auf Eo p-superadditiv (p-subadditiv).
BEWElS : Der erste Teil del' Aussage ist wohlbekannt [11, II 2.6].
Weiter sind offenbar ~, YE (EjO(O))+ genau dann disjunkt, wenn fur alle
0 < X E ~ und 0<Y Eydie Beziehung X 1\ Y E O-I(O) gilt; ist {)etwa p-super-
additiv fiir ein p < =, so gilt
~(~ +y)p={)(x+Y)P ={)((X-X 1\ y) + (y-x 1\ y))p=
= O(x)p+{)(y)P= &(~)P + &(Y)P.
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{} ist daher auf E/{}-I(O) p -superadditiv; hieraus folgt unmittelbar, daB
die Norm auf Eo ebenfalls p-superadditiv ist.
:Mit Hilfe von (1.5) und (II.2) folgt unmittelbar : Ist {} eine p-super-
additive (p-subadditive) Verbandshalbnorm auf E, so gilt
{}(XI + ... -t-xn):> 11({}(xt))f-lllp ({}(XI V ... V xn) .;;; 11({}(xt)f-lllp)
fur aIle Xl, . .. , Xn E E+.
(II.3) U ;l\'Il\fA : Es sei T E £(E, F) . Fur X E E setzen wir
YP,T(X) = Sup {11(IITxill)f-lllp: n En, Xl, ... , Xn E E
disjunkt mit IXII,···, IXnl .;;; Ixl}.
Dann ist Yp ,T eine (numerische) p-superadditive Verbandshalbnorm auf
Emit IITxll ';;;Yp ,T(x) .;;;ep(T)llxll fur x E E und mit ep(T) = Sup {YP ,T(X):
IIxll.;;;l}.
BEWEIS: Mit Hilfe del' Rieszschen Zerlegungseigenschaff und del'
Minkowski-Ungleichung zeigt man leicht die Subadditivitat von yp,T.
Die weiteren Eigenschaften einer Verbandshalbnorm und die erste Un-
gleichung sind evident; die zwoite Ungleichung folgt aus del' Anmerkung
zu (II.2) .
(IIA) L El\'nrA : Es seien TE£(F,E) und q=p/(p -l) . Fur x EE
setzen wir Y:,T(X) = Sup {<cp, x ) : cp E E' mit yq,dcp) ,;;; I}.
Dann ist Y;,T eine (numerische) p-subadditive Verbandshalbnorrn auf
Emit Ilxll .;;; ep(T) Y:,T(X) fur aIle X E E und mit Y:,T(Ty) .;;; Ilyll fiir alle
y E F. Eo = {x E Emit Y;,T(X) < oo} ist ein Ideal in E, und (Eo, Y;,T) ist
ein Banachverband.
BEWEIS : Offenbar ist y;.T ein e Verbandshalbnorm ; wie in (1.3) folgt
aus del' q-Superadditivitat von Yq ,T' die p-Subadditivitat von y;.T. Die
Ungleichungen folgen leicht aus (II .3) und (1.3).
Mit Hilfe del' drei vorstehenden Lemmata erhalt man unmittelbar die
folgenden beiden Satzen.
(11.5) SATZ : Fur T E £(E, F) sind die folgenden Aussagen aquivalent. :
i) T E ffip(E , F) .
ii) Es existieren ein Banachverband G mit p -superadditiver Norm,
ein Verbandshomomorphismus J: E -+ 0 und To E £(0, F) mit T = ToJ .
iii) Wie ii) mit J positiv linear.
Dabei konnen J und To so gowahlt worden, daB 111'o1111JII.;;; e;(T) gilt .
(II.6) SATZ : Fur T E 5!,(F, E) sind die folgendcn Aussagen aquivalent. :
i) T E mp(F , E).
ii) Es existiercn ein Bauaehverband G mit p-subadditiver Norm, ein
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Verbandshomomorphismus J: G --+ E und To E 2{F, G) mit T =JTo.
iii) Wie ii) mit J positiv linear.
Dabei konnen J und To so gewahlt werden, daB IITollllJl1 <;e: (T ) gilt.
(II.7) SATZ: Fur T E B(E, F) sind die folgenden Aussagen aquivalent :
i) T E Sp(E, F).
ii) Es existieren ein Banachverband G mit p-subadditiver Norm, ein
Verbandshomomorphismus J: E --+ G und To E B(G, F) mit T=ToJ.
BEWEIS: Wir zeigen i( =:- ii); dazu sei q = p/{p - 1). Mit den Bezeich-
nungen von (11.3), (11.4) und mit 1J=Y:.I erhalten wir 1J(x) <;llxll fur aIle
x E E . Fur "P E F' gilt yq,I(T'''P) <; 2a~(T')II"P11 = 2ap(T)II"PII. Wir erhalten
damit 21J(x)ap(T) ;;;. IITxll. G sei die Vervollstandigung von Ej1J-1(O) in der
durch 1J induzierten Norm. Wegen (II.2) ist die Behauptung gezeigt
worden.
(II.8) SATZ: FUr T E B(F, E) sind die folgenden Aussagen aquivalent :
i) T E S~{F, E) .
ii) Es existieren ein Banaehverband G mit p-superadditiver Norm,
eine intervallerhaltende Abbildung J: G --+ E und ein To E B(F, G) mit
T =JTo.
BEWEIS : Wir zeigen i( =:- ii). Wegen (1.3) ist 1J = yp,l cine p-super-
additive Verbandshalbnorm auf Emit 1J(x) ;;;. Ilxll fur aIle x E E. Offenbar
ist G = {x E Emit 1J(x) < CXl} ein Ideal in E, und (G,1J) ist ein Banach-
verband, Fur y E F erhalten wir 1J(Ty) = y t,[(Ty) <;2a:(T)llyll und damit
Ty E G. Die Aussage ist nun evident.
(11.9) SATZ: Die Norm auf E sei p-superadditiv, und es sei
T E Sp(E, F). Dann existieren ein Lp-Raum G im FaIle P <CXl odor ein
M-Raum G im FaIle p =CXl, ein Verbandshomomorphismus J :E -+ G
und ein To E B(G, F) mit T = ToJ.
BEWEIS: Fur x E E setzen wir
a(x) = Inf {II(llx(II)~-ll1p:n En, xl, . .. , Xn E E~
disjunkt mit Ixl =Xl +.. .+xn }.
Wie in [10] kann man leicht zeigen, daB a eine p-additive Halbnorm
auf E ist. Fur x E E gilt wegen (1.3) die Absehatzung IITxll = IITuxll <;
<; 2ap(TU)a(x) = 2ap(T)a(x). G sei die Vervollstandigung von E j(jl(O) in
der durch a induzierten Norm. Wegen [11, Seite 149] ist G im FaIle P <CXl
ein Lp-Raum und wegen (1.5) im FaIle p =CXl ein M -Raum.
ANMERKUNG: Die Aussagen der Siitze (II.7) und (11.8) bleiben nicht
richtig, wenn lediglich die Positivitat von J gefordert wird. 1st zusatzlich
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in den Satzen (II.5) bis (11.9) F ein Banachverband und T positiv (ein
Verbandshomomorphismus), so ist die bei del' Faktorisierung auftretende
Abbildung positiv (als Verbandshomomorphismus) wahlbar - diese Aus-
sage folgt unmittelbar aus den jeweiligen Konstruktionen von To.
III. LOKALE CHARAKTERISIERUNGEN KEGEL p-ABSOLUTSUMMIERENDER
UND p-BESCHRANKENDER OPEI~ATOREN
In diesem Abschnitt werden die bisher behandelten Operatoren durch
Summierbarkeitseigensehaften von Folgen disjunkter Vektoren charak-
terisiert .
(III.I) SATZ: Es sei M C [1, 00] nichtleer, und T E £(E, F) besitze
die Eigenschaft, daB zu jeder summierbaren Folge disjunkter Vektoren
(xn)f' C E+ ein p E M existiert mit (1ITxnlllf' E [p.
Dann existiert ein p E J.l'! mit (!p(T) <00.
BEWEIS : Wegen (II.3) ist Yp=Yp.T eine Verbandshaibnorm auf Emit
ep(T) = Sup {Yp(x): Jlxil .,;;; I}; weiter ist Yp(x) in p bei fixiertem x E E
monoton fallend. Wir nehmen an, die Aussage sei faisch. Wir nehmen
weiter Wflll=I an. Irn Falle po = Sup(M)EM setzen wir p(n)=po fur
n En, ansonsten sei (p(n))::O-l eM cine monoton wachsende Folge mit
p(n) -~ po bei n -l>- 00. :Fur jedes n En existiert ein Xn E E+ mit Jlxnll .,;;; I/2n
und mit Yp(n)(xn);;;.n. Wir setzen Xo= I:l Xn. Es sci P EM. :Fiir aIle
n En mit p(n);;;.p gilt yp(xo) ;;;,yptn)(xn);;;.n- es folgt yp(Xo) = 00. Induktiv
konstuieren wir eine Teilfolge (r(n)):;"_l cn und disjunkte Vektoren
o ";;;Xr(n)+l, '" Xr(n+l) <;xr(n)<;Xo
mit
IITXr(n)+lIIP(n) + ...+ IITxr(n+1)llp(n) > nP(n) + 1
und mit yp(xr(n+l»)= 00 fur aIle p EM:
Offenbar existieren disjunkte
0 .,;;; Yr(n)+l, ... , Yr(n+l) <; xr(n)
mit
IITYr(n)+lIIP(n) +...+ IITYr{n+1)JlP(n) > nP(n) + I ;
es gilt r(n +I»r(n) +2. Im Falle yp(yt}=oo fur ein i und aIle pEM
erreichen wir durch Umordnung die Induktionsaussage, wir schlieBen
daher diesen Fall aus. Wogen del' Stetigkeit del' Verbandsoperationen
existiert ein .~> s> 0 mit
IIT(Yr{n)+l- 2exr{n»)+IIP(11) +... + IIT(Yr(n+l) - 2exr(n»)+llp{n) >nP{n) + 1.
Wegen
(yr{n)+l - eXr(n»)+ +.. .+ (Yr(n+l) - eXr(n»)+ +
+ (2exr{n)- Yr{n) +1 - • •. - Yr{n+l»)+;;;' eXr{n)
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gilt Y(pXr(n+1» )= 00 fur p E ill mit
Xr(n+1)= (2exr(n) - Yr(n)+1 - . .. - Yr(n+1»)+;
fur r(n) < i < r(n +1) sei Xt = (Yt - 2exr(n»)+. Darnit ist del' Induktionsschritt
beendet .
Im FaIle i E {r(n (+ I , . . ., r(n + I ( -I} fiir ein n E 11 setzen wir Zt = (I jn (xi ;
weiter setzen wir zr(n )= 0 fur alle n E 11. Offenbar ist (ztl~ 1 C E+ eine
sum mierbare Folge disjunkter Vektoren mit ( I!TZj I D~ 1 ¢ i» fur aIle p E .il1.
(II1.2) KOROLLAR: Fur T E £(E, F) und 1<. p< oo sind die folgenden
Aussagen aquivalent. :
i) ep(T )< 00.
ii) 1st (xn)f C E+ eine summierbare F olge, so gilt (1lTxn ll) f E t»,
iii) Ist (xn)f C E+ eine summierbare Folge disjunkter Vektoren, so
gilt (I111xn llh E lp.
Diese Aussage folgt unmittelbar aus dem vorstehenden Satz ; die nach-
folgende Aussage kann unmittelbar mit Hilfe des Kompositionsprizips
gezeigt werden - auf den einfachen Beweis soIl hier verzichtet werden.
(1Il.3) SATZ: Fur T E £(F, E) und I <v <.00 sind die folgenden
Aussagen iiquivalent :
i) e: (T )< 00 .
ii) I st (xn)f C F eine Folge mit (l!xn lDf E lp () Co, so ist die F olge
(Txn)f in E" ordnungsbesehrankt.
(IlI A) SATZ : Fur T E £(E , F ) und fur 1< p <.00 sind die folgenden
Aussagen iiquivalent :
i) Gp(T) < 00.
ii) I st (xn)f C E+ eine disjunkt e Folge mit (lIxnll)f E lp () Co, so ist die
F olge (T (XI V ... V Xn )): - l in F beschriinkt.
DE WElS: E s ist nul' die Implikation ii ) =- i) zu zeigen : Fur x E E sei
E :r; = U:'-l n[ -x, x ], das von x erzeugt e Ideal in E ; wir set zen weiter
Q(X)=Qp(X)= Sup {IIT (XI +...+xn)ll: n E11, xl, ... , Xn E E:r;
disjunkt mit 11(llxtll)f-ll lp < I}.
Mit Hilfe del' Rieszschen Zerlegungseigenschaft folgt leicht die Sub-
addit ivitiit von Q auf E +, ferner ist Q monoton wa chsend auf E +. 1st
die Behauptung falsch , so exist iert ein Xo E E+mit Q(xo)= 00 . E s existieren
disjunkte O<,Zl, , Zr(l) E E :r;o mit 11 (I I Zjlli~ illp < ! und mit
IIT (zl + + Zr(l »)11 > 2 + I ;
offenbar gilt r( I ) > 2. Wegen del' Stetigkei t del' Verbandsoperat ionen
existiert ein <5 > 0 mit
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gilt Q(zt}=oo fur ein i E {I, ... , r(l)} oder Q((bXO-Zl V ... V Zr(l»)+)=oo. Irn
ersten Fall nehmen wir Q(Zr(l») = 00 an; im zweiten Fall ersetzen wir Z'i
(i<r(I)) durch (zi-bxo)+ und Zr(l) durch (bXO-Zl V ... V Z)r(l)+.
Mit diesem Verfahren konnon wir induktiv disjunkte Vektoren
0,;;;; Zr(n)+I, ... , Zr(n+l) E Ez,(ll)
konstruieren mit
IIT(zr(n)+l + ... +zr(n+l»)11 > 2/n,
mit Q(Zr(n+l»)=oo und mit 11(lIzill)i~;t':l+11Ip«I/2n) fur n En.
Wir setzen nun Yi=Zi fiir alle i¢{r(I), . . . ,r(n), .. .} und Yr(n)=O fur
n En. Wir erhalten einen Widerspruch zur Voraussetzung.
ANMERKUNG: Die beiden vorstehenden Satze k6nnen in einer ahn-
lichen Form wie (IlLI) gezeigt worden. Die Bedingungen lauten dann :
1st (xn)f C V(F) (C V(E)) eine (disjunkte) Folge, so existiert ein p EM,
so daB fur jede Folge (lXn)r' E [p (\ Co die Folge (lXnTxn)f in F" ordnungs-
besehrankt (die Folge (T(lXIXl+ ... +lXnxn)h in F beschrankt) ist. Dann
gilt e;(T) <00 (up(T) <00) fiir ein p EM. Diese Aussage erhalt man durch
eine Modifikation der Beweise: Der Induktionsschritt wird fur P» durch-
gefUhrt - dabei ist (Pn)r' eine Folge in M mit P» ->- Inf (M) bei n --+ 00.
We iter kann in (IlIA) ii) auf die Disjunktheit der X n verzichtet werden -
man beachte (II, 7).
(IlL5) SATZ: M C [1, oo[ sei nichtleer, und T E .!l'(F, E) besitze die
Eigenschaft: Ist (Xn)r' C E+ cine disjunkte Folge mit Xn ';;;; ITYI fur ein
y E Fund alle n E11, so existiert ein P EMmit (1Ixnll)r'E t» , Darin existiert
ein P EMmit u;(T) <00.
BEWEIS: Mit den Bezeichnungcn von (Il.3) sei yp =Yp,I. Wie im
Beweis von (IlLI) kann man zeigen : Zu jedcm y E F existiert ein P EM
mit yp(Ty) < 00. Ferner ist yp(x) bei fixiertem x E E in P E M monoton
fallend. Wegen der Stetigkeit der Verbandsoperationen ist YP fiir aile p
unterhalbstetig auf E. Wir nehmen im Widerspruch zur Behauptung
u;(T) = 00 fur alle P E M an. Irn Falle P» = Sup UtI) EM setzen wir P~ = po;
unsonsten sei (p~)f C Meine monoton wachsende Folge mit p~ --+ po bei
n --+ 00. Induktiv bestimmen wir Pn EM, bn> 0 und Yn E F (n En) mit:
Pn>P~, pn-I, mit YPfl(TYn-l) < 00, mit IIYnll ,;;;; Min {I/2n, ibn-I, iIlYn-lll}
und mit yp,,(TYn) > YP,,(TY1) + ...+YPfl(TYn-l) +n. Da YP" unterhalbstetig
ist, existiert ein bn> 0 mit Ypll(Tz) > yp,,(Tyt} + . .. +yp,,(TYn-l) + n fiir alle
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ZEF mit IIYn- zll <l5n. Wir setzon Y= L:I Yi und Zn = L : IYi. Wogen
llYn- znll< On gilt
Wogen P» --+ Sup (lIJ) bei n --+ 00 folgt yp(T y)= 00 fiir alle p E lIJ - oin
Widerspruch zum ersten Toil des Bewoises.
(IIl.6) KOlWLLAR: Auf E exist iert genau dann eine a.quivulente p -
superadditive Norm, wenn jede disjunkt e summierbare Folge disjunkter
Vektoren p-fach absolutsummierbar ist.
BEWEIS : Wegen (IIL2) gilt (2p(I) < 00 . Die Aussage folgt aus (11.5) :
Da J ein Verbandshomomorphismus ist , mull Go =J(E) ein abgesch los-
sener Untervektorver band von G sein , diesel' ist isomorph zu E.
Entsprechend konnen auch die weiteren Aussagen hergeleitet werden .
(IlL7) KO ROLLAR : Auf E exist iert genau dann eine aq uivalente p -
subadditive Norm, wenn jede disjunkte F olge mit (1Ixnl l )~l E lp in E"
ordnungsbeschrankt ist.
(IlL8) K OROLLAR : E ist genau dann isomorp zu einem M -Raum,
wenn jede disj unkte NuIlfolge in E in E" ordnungebeschankt ist .
(IlI .9) KO R OLLAR: Es sei p <oo. Dann sind die folgenden Aussagcn
aq uivalent:
i) E ist isomorph zu einern Lp-Raum.
ii) Eine disjunkte Folge (Xn)::"-l ist gena u da nn summie rbar, wenn
(IIXnll)n=l E lp gilt.
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